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ОПРЕДЕЛЕНИЕ ДЕФОРМАЦИЙ КРАЕВОЙ ЗОНЫ
УГОЛЬНОГО ПЛАСТА ПРИ ЕГО ОТРАБОТКЕ

ОЧИСТНОЙ ВЫРАБОТКОЙ
Деформации угольного пласта (уменьшение мощности и отжим) находятся в рамках мо-

дели, базирующейся на модели геомеханического состояния массива горных пород, вмещающе-
го пластовые выработки, и основных уравнениях классической теории пластического течения 
материала. 

В модели условием возникновения неупругих деформаций в краевой зоне пласта являют-
ся критерии Кулона – Мора. Считается, что угольный пласт, после перехода в неупругое (пре-
дельно напряжённое) состояние деформируется без упрочнения при постоянном уровне напря-
жений, следуя диаграмме Прандтля. В этой связи поле напряжений строится отдельно от 
полей деформаций и перемещений. Напряжения в предельной зоне определяются методом ха-
рактеристик, а в упругой области методом граничных элементов. Протяжённость зоны и 
максимальные напряжения на стыке с упругой областью находятся методом последователь-
ных приближений.

Полученное поле напряжений используется в уравнениях теории течения при построении 
полей деформаций и перемещений пласта. При этом для определения приращений неупругих 
деформаций принято допущение о том, что они определяются через компоненты найденного 
поля напряжений согласно закону Гука, в котором коэффициент Пуассона соответствует чи-
сто пластичному материалу.

Ключевые слова: МАССИВ ГОРНЫХ ПОРОД, УГОЛЬНЫЙ ПЛАСТ, ОЧИСТНАЯ ВЫРА-
БОТКА, ПРЕДЕЛЬНО НАПРЯЖЁННЫЕ ЗОНЫ, ХАРАКТЕРИСТИКИ ПРОЧНОСТИ, ЛИ-
НИИ СКОЛЬЖЕНИЯ, КРИТЕРИЙ ПРОЧНОСТИ КУЛОНА – МОРА.

ВВЕДЕНИЕ
Очевидно, что для безопасного примене-

ния высокопроизводительных технологий от-
работки угольных пластов необходимо их ге-
омеханическое обоснование, т.  е. проведение 
всесторонних исследований напряжённо-де-
формированного состояния и массива, и самих 
пластов в рамках математических моделей, по-
строенных на базе фундаментальных методов 
механики деформируемого твёрдого тела.

Характер распределения поля напряже-
ний в краевой зоне угольного пласта при его 
отработке является определяющим факто-
ром в оценке опасности выбросов угля и газа 
из забоя выработки, а также при выборе раз-
меров целиков. В этой связи изучению на-
пряжённого состояния углепородного мас-
сива посвящено достаточно много научной 
литературы по горному делу, например, [1–5]. 
Однако проблемам деформированного состо-
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яния угольно пласта в процессе его отработки 
уделено значительно меньше внимания.

Основными фундаментальными метода-
ми расчёта углепородного массива являются 
метод конечных элементов  (МКЭ), метод ди-
скретных элементов (МДЭ), метод граничных 
элементов  (МГЭ). У этих методов есть досто-
инства и недостатки. 

Метод конечных элементов решает задачи 
о напряжённо-деформированном состоянии 
массива, вмещающего выработки, в том чи-
сле и очистные. Достоинство метода состоит в 
том, что он учитывает неоднородную структу-
ру массива [6, 7]. К недостаткам следует отне-
сти то обстоятельство, что при формулирова-
нии условий перехода в предельное состояние 
горных пород применяются классические кри-
терии, используемые для пластичных матери-
алов, а не общий и специальный критерии Ку-
лона – Мора. Это обстоятельство существенно 
влияет на параметры опорного давления (мак-
симум напряжений, ширину предельно на-
пряжённой зоны) в краевой зоне пласта.

Метод дискретных элементов хорошо ра-
ботает со средами с низкими параметрами 
связности, но в достаточно прочных массивах 
он редко используется [8].

Метод граничных элементов успешно при-
меняется для исследования напряжённого со-
стояния массива с прочностной анизотропи-
ей  [9], однако, недостатком метода является 
сложность в учёте неоднородности физиче-
ских (упругих) свойств массива [10]. При рас-
чёте углепородного массива, вмещающего 
очистную выработку, этот метод можно ис-
пользовать для построения поля напряжений, 
предварительно построив методом характери-
стик поле напряжений в угольном пласте [11]. 
В этом отношении он достаточно детально 
оценивает напряжённое состояние массива и 
довольно точно определяет параметры опор-
ного давления пласта [12, 13]. Для построения 
полей деформаций и смещений в предельно 
напряжённой зоне пласта метод ранее не при-
менялся. 

На базе метода граничных элементов и 
специального критерия Кулона  –  Мора, фор-
мулирующего условия прочности только по 

поверхностям ослаблений, разработана мо-
дель геомеханического состояния анизотроп-
ного по прочности массива, вмещающего 
систему выработок, которая с успехом при-
менялась для оценки устойчивости массива в 
окрестности выработок и мероприятиям по 
её повышению [14–17]. Использование в этой 
модели метода характеристик  [18] для описа-
ния предельного состояния пласта, критерия-
ми наступления которого являются оба кри-
терия (общий и специальный) Кулона – Мора, 
позволило применять усовершенствованную 
модель для определения параметров опорно-
го давления в пластовых выработках. Найден-
ное в рамках модели поле напряжений в окру-
жающем массиве может быть использовано 
при построении траектории трещины гидро-
разрыва для разупрочнения «тяжёлой» кровли 
пласта [13]. 

Однако, для оценки ряда геодинамических 
явлений необходимо знать не только распре-
деление поля напряжений и величину макси-
мальных напряжений, но располагать инфор-
мацией о максимальном уровне деформаций и 
смещений участков пласта. Если диаграмма ис-
пытания угольного образца, предварительно 
выделенного из отрабатываемого пласта, име-
ет ограниченный участок текучести, при до-
стижении которого он моментально разруша-
ется, то для оценки геодинамического явления 
в форме горного удара необходимо распола-
гать картиной деформирования пласта, распо-
ложенного в предельно напряжённой зоне.

В представленной статье построено ре-
шение на основе классической теории пла-
стического течения и приведены результаты 
решения задачи о деформированном состоя-
нии пласта. При решении задачи использова-
но поле напряжений, полученное в рамках ра-
нее разработанной модели анизотропного по 
прочности углепородного массива.

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ И ОСНОВНЫЕ
ЭТАПЫ ЕЁ РЕШЕНИЯ 

В краевой области угольного пласта, от-
рабатываемого на всю мощность очистной 
выработкой размерами  b×h, расположенной 
на глубине  H, образуются в предельно на-
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пряжённые зоны (зоны неупругого состояния 
пласта). Параметры зоны (максимум опорно-
го давления и её ширина), а также поле напря-
жений в пласте определены в рамках разрабо-
танной модели геомеханического состояния 
углепородного массива, вмещающего пласт и 
проходимую по нему выработку. 

Основными исходными данными задачи 
приняты следующие параметры среды: пре-
дел прочности пласта на одноосное сжатие σ0, 
его коэффициент сцепления  K, а также угол 
внутреннего трения ρ. Коэффициент сцепле-
ния K′ и угол внутреннего трения ρ′ по кон-
тактам пласта с окружающим массивом. 

Система координат y0z совпадает с цент-
ральными осями поперечного сечения выра-
ботки, а ось x совпадает с осью выработки.

В этой модели поле напряжений в предель-
но напряжённой зоне структурно однородно-
го пласта может быть построено без рассмо-
трения деформированного состояния пласта, 
поскольку массив в окрестности протяжён-
ной выработки, к которой относится и очист-
ная выработка (её длина значительно больше 
ширины), находится в условиях плоского де-
формированного состояния. Следовательно, 
решение задачи сводится к интегрированию 
системы дифференциальных уравнений рав-
новесия совместно с общим критерием проч-
ности Кулона – Мора в форме:
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Решение такой системы уравнений, которая является нелинейной, находится 

методом характеристик. Суть метода заключается в построении линий, называемых 
характеристическими, вдоль которых нелинейная система дифференциальных уравнений 
имеет более простой вид и, поэтому легче интегрируется. Физически эти линии совпадают 
с линиями скольжения части пласта, расположенного в зоне неупругого деформирования.  

Поскольку в предельно напряжённой зоне пласт деформируется не только по 
направлению его мощности, но и вдоль контакта с окружающими породами, где 
происходит его проскальзывание, то в нём одновременно реализуются два предельных 
состояния равновесия: общее или обыкновенное (состояние самого пласта) и специальное 
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состоянии углепородного массива с пластовой выработкой, ступенчато меняющиеся 
эпюры напряжений аппроксимируются монотонными функциями в виде полиномов, 
степень которых определяется протяжённостью предельно напряжённой зоны [11, 13]. 

Граница смены пластических и упругих деформаций определяется из решения 
упругопластической задачи, которая путём замены предельно напряжённых зон пласта 
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внешней краевой задаче теории упругости  и решается методом интегральных уравнений 
(граничных элементов) [19, 21]. Стыковка решения упругой и пластической задач 
производится методом последовательных приближений [13]. Эпюра вертикальных 
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руется. Физически эти линии совпадают с ли-
ниями скольжения части пласта, расположен-
ного в зоне неупругого деформирования. 
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элементов) [19, 21]. Стыковка решения упру-
гой и пластической задач производится ме-
тодом последовательных приближений  [13]. 
Эпюра вертикальных нормальных напряже-
ний, построенная в ходе стыковки, являет-
ся эпюрой опорного давления на угольный 
пласт. Её параметрами являются величина 
нормального напряжения на границе упругой 
и пластической областей, а также протяжён-
ность предельно напряжённой (пластиче-
ской) зоны пласта.

Следует отметить, что согласно зависимо-



41www.nc–vostnii.ru • 4-2022 • Вестник НЦ ВостНИИ • | 

Геомеханика и геотехнология

сти (1) во всех точках предельно напряжённой 
зоны соотношение между главными напряже-
ниями σ1 − βσ3 постоянно и равно σ0, следова-
тельно, деформирование пласта происходит 
при постоянной интенсивности напряже-
ний σu, равной пределу прочности σ0 пласта. 
Это значит, что угольный пласт деформиру-
ется в соответствии с диаграммой Прандтля, 
т. е. без упрочнения. 

В классической теории пластичности 
для определения напряжённо-деформиро-
ванного состояния пластической не упроч-
няющейся среды используют зависимости 
ассоциированного закона пластического те-
чения [22, 23].

Согласно этому закону дифференциаль-
ные приращения пластических деформа-
ций dε определяются следующим образом:
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В выражении ƒ  — функция пластично-
сти принимается в соответствии с выбран-
ным критерием прочности [19, 22], dλ — диф-
ференциально малый параметр, являющийся 
коэффициентом пропорциональности между 
компонентами дифференциальных прираще-
ний пластических деформаций и приращений 
дифференциалов напряжений. Прираще-
ние деформации dε2 равно нулю, поскольку в 
условиях плоского деформированного состо-
яния деформация вдоль оси, совпадающей с 
осью выработки x (ε2 = εx), равна нулю.

Функция пластичности в данной зада-
че — это критерий Кулона – Мора (1) и, следо-
вательно, функция пластичности представля-
ется следующим образом [19]:
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а параметр dλ определяется согласно следую-
щей зависимости [22, 23]:

   Геомеханика и геотехнология 
 

 
www.nc–vostnii.ru•4-2022•Вестник ВостНИИ• | 45 
 

нормальных напряжений, построенная в ходе стыковки, является эпюрой опорного 
давления на угольный пласт. Её параметрами являются величина нормального 
напряжения на границе упругой и пластической областей, а также протяжённость 
предельно напряжённой (пластической) зоны пласта. 

Следует отметить, что согласно зависимости (1) во всех точках предельно 
напряжённой зоны соотношение между главными напряжениями σ1 − βσ3 постоянно и 
равно σ0, следовательно, деформирование пласта происходит при постоянной 
интенсивности напряжений σu, равной пределу прочности σ0 пласта. Это значит, что 
угольный пласт деформируется в соответствии с диаграммой Прандтля, т. е. без 
упрочнения.  

В классической теории пластичности для определения напряжённо-
деформированного состояния пластической не упрочняющейся среды используют 
зависимости ассоциированного закона пластического течения [22, 23]. 

Согласно этому закону дифференциальные приращения пластических 
деформаций dε определяются следующим образом: 

 

 ε λ
σj

j

fd d ∂
=

∂
 (j=1, 2, 3), (2) 

 
В выражении f — функция пластичности принимается в соответствии с выбранным 

критерием прочности [19, 22], dλ — дифференциально малый параметр, являющийся 
коэффициентом пропорциональности между компонентами дифференциальных 
приращений пластических деформаций и приращений дифференциалов напряжений. 
Приращение деформации dε2 равно нулю, поскольку в условиях плоского 
деформированного состояния деформация вдоль оси, совпадающей с осью выработки x 
(ε2 = εx), равна нулю. 

Функция пластичности в данной задаче — это критерий Кулона – Мора (1) и, 
следовательно, функция пластичности представляется следующим образом [19]: 

 
 1 3 0=σ βσ σf − − , (3) 
 

а параметр dλ определяется согласно следующей зависимости [22, 23]: 
 

 
3 ελ
2σ

u

u

dd = . (4) 

 
В формуле (4) dεu — интенсивной приращений пластических деформаций, σu — 

интенсивность напряжений. 
После подстановки выражения (3) в зависимость (2) получаются следующие 

выражения для приращений деформаций и соотношение между ними. 
 

 1
1

ε λ λ
σ
fd d d∂

= =
∂

, 3
3

ε λ λβ
σ
fd d d∂

= = −
∂

 и 3 1ε β εd d= − . (5) 

 
Отсюда следует, что, что изменение объёма dV, равного сумме деформаций, не 

равно нулю, как это принято для пластичного материала: 
 

. (4)

В формуле (4) dεu — интенсивной прира-
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а параметр dλ определяется согласно следующей зависимости [22, 23]: 
 

 
3 ελ
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u
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В формуле (4) dεu — интенсивной приращений пластических деформаций, σu — 

интенсивность напряжений. 
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Отсюда следует, что, что изменение объёма dV, равного сумме деформаций, не 

равно нулю, как это принято для пластичного материала: 
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После подстановки приращений деформаций из выражений (5) в зависимость (6) 

некоторых преобразований с учётом dε2 = 0 получается следующее выражение для 
интенсивности приращений деформаций: 
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В этой статье принято допущение о том, что значения dε1 в разных точках 

предельно напряжённой зоны пласта определяются согласно закону Гука, в котором 
коэффициент Пуассона µ принят равным 0,5 (а в упругой области — 0,29), т. е. значению 
коэффициента Пуассона для пластичного материала: 
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E
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В формуле (8) E — модуль упругости пласта, а σ2 в условиях плоской деформации 
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E
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Интенсивность напряжений σu в предельно напряжённой зоне пласта, 

деформирующегося согласно диаграмме Прандтля, как уже отмечено выше, равно его 
пределу прочности на одноосное сжатие σu = σ0. 

Пластические приращения деформаций определяются по следующим 
формулам [23]: 

 

 ( )1. 1
3 εε σ σ
2σ

u
p cp

u

dd Λ = − , 3. 1.ε β εp pd dΛ Λ= − , 2.ε 0pd Λ = .  (11) 

 
В формулах (11) σcp — средние напряжения, которые с учётом (9), равны 

следующему выражению 
 

.

Интенсивность приращений деформаций 
определяется следующей зависимостью [23]
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В этой статье принято допущение о том, 
что значения  dε1 в разных точках предельно 
напряжённой зоны пласта определяются со-
гласно закону Гука, в котором коэффициент 
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В формуле (8) E — модуль упругости пла-
ста, а σ2 в условиях плоской деформации опре-
деляется следующим образом:
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После подстановки приращений деформаций из выражений (5) в зависимость (6) 

некоторых преобразований с учётом dε2 = 0 получается следующее выражение для 
интенсивности приращений деформаций: 

 

 ( )22 21 1ε 2 2 εε 1 β β 1 1 β β
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d dd = + + + = + + . (7) 

 
В этой статье принято допущение о том, что значения dε1 в разных точках 

предельно напряжённой зоны пласта определяются согласно закону Гука, в котором 
коэффициент Пуассона µ принят равным 0,5 (а в упругой области — 0,29), т. е. значению 
коэффициента Пуассона для пластичного материала: 
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E

= − +   . (8) 

 
В формуле (8) E — модуль упругости пласта, а σ2 в условиях плоской деформации 

определяется следующим образом: 
 
 ( )2 1 3σ μ σ σd d d= + . (9) 
 
После подстановки формулы (9) в выражение (8) оно принимает следующий вид: 
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E
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Интенсивность напряжений σu в предельно напряжённой зоне пласта, 

деформирующегося согласно диаграмме Прандтля, как уже отмечено выше, равно его 
пределу прочности на одноосное сжатие σu = σ0. 

Пластические приращения деформаций определяются по следующим 
формулам [23]: 
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В формулах (11) σcp — средние напряжения, которые с учётом (9), равны 

следующему выражению 
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( )( )1 31 2 3 1 μ σ σσ σ σσ

3 3cp
+ ++ +

= = .  (12) 

 
Если перейти от дифференциальных соотношений к их конечным соотношениям, 

разбив предельно напряжённую зону (зону пластичности) на конечное число равных 
участков N, то соотношение (10) для промежуточной точки i принимает следующий вид: 

 

 ( ) ( )2
1. 1. 3.

1ε 1 μ σ +μ 1 μ σi i iE
 ∆ = − ∆ − ∆  , (13) 

 
где приращения ∆ε, ∆σ выражаются следующим образом: 

 
 . 1. 1. 1ε ε εu i i i−∆ = − , 1. 1. 1σ = σ σi i i−∆ − . (14) 
 
С учётом соотношений (14) выражение (13) принимает следующий вид: 
 

 ( )( ) ( )( )2 2
. 1. 1. 1 3. 3. 1

2ε 1 β β 1 μ σ σ +μ 1 μ σ σ
3u i i i i iE − −

 ∆ = + + − − − −  , (15) 

 
а выражения (11) представляются следующим образом: 

 

 ( ).
1. . 1. .

0

3 εε σ σ
2σ

u i
p i i cp iΛ

∆
∆ = − , 3. . 1. .ε β εp i p iΛ Λ∆ = − ∆ . (16) 

 
Очевидно, что для определения деформаций в произвольной точке n, 

расположенной в пределах пластической зоны (между границей с упругой областью 
пласта и его кромкой) необходимо просуммировать соответствующие деформации (16) 
всех промежуточных участков, и выражения для пластических деформаций в точке n 
примет следующий вид: 

 

 . .
1

ε ε
n

u n u i
i=

=∑ ,  1. . 1. .
1

ε ε
n

p n p i
i

Λ Λ
=

= ∆∑ ,  3. . 1. .
1

ε β ε
n

p n p i
i

Λ Λ
=

= − ∆∑ . (17) 

 
Соотношения (15) – (17) полностью определяют поле деформаций в предельно 

напряжённой зоне пласта. Однако, построить картину деформирования пласта, используя 
полученные решения в напряжениях, достаточно сложно, поскольку построение линий 
скольжения и определение на них напряжений производится численно. В этой связи 
построение поля напряжений сведено к построению напряжений только вдоль кровли 
пласта и вдоль его оси. Как уже отмечено выше, эпюры напряжений вдоль этих 
направлений аппроксимированы полиномами различных степеней, а, отличие в 
результатах расчётов главных нормальных напряжений вдоль этих направлений 
незначительно. В этой связи в данной статье также представлены результаты расчёта 
деформированного состояния только в направлении оси пласта. При этом полагается, что 
деформации вдоль оси пласта и вдоль его кровли близки друг к другу, поскольку эпюры 
главных напряжений вдоль этих направлений практически совпадают. 

. (12)
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отношений к их конечным соотношениям, 
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. (14)

С учётом соотношений  (14) выраже-
ние (13) принимает следующий вид:

   Геомеханика и геотехнология 
 

 
www.nc–vostnii.ru•4-2022•Вестник ВостНИИ• | 47 
 

 
( )( )1 31 2 3 1 μ σ σσ σ σσ

3 3cp
+ ++ +

= = .  (12) 

 
Если перейти от дифференциальных соотношений к их конечным соотношениям, 

разбив предельно напряжённую зону (зону пластичности) на конечное число равных 
участков N, то соотношение (10) для промежуточной точки i принимает следующий вид: 

 

 ( ) ( )2
1. 1. 3.

1ε 1 μ σ +μ 1 μ σi i iE
 ∆ = − ∆ − ∆  , (13) 

 
где приращения ∆ε, ∆σ выражаются следующим образом: 

 
 . 1. 1. 1ε ε εu i i i−∆ = − , 1. 1. 1σ = σ σi i i−∆ − . (14) 
 
С учётом соотношений (14) выражение (13) принимает следующий вид: 
 

 ( )( ) ( )( )2 2
. 1. 1. 1 3. 3. 1

2ε 1 β β 1 μ σ σ +μ 1 μ σ σ
3u i i i i iE − −

 ∆ = + + − − − −  , (15) 

 
а выражения (11) представляются следующим образом: 

 

 ( ).
1. . 1. .

0

3 εε σ σ
2σ

u i
p i i cp iΛ

∆
∆ = − , 3. . 1. .ε β εp i p iΛ Λ∆ = − ∆ . (16) 

 
Очевидно, что для определения деформаций в произвольной точке n, 
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Соотношения (15) – (17) полностью определяют поле деформаций в предельно 

напряжённой зоне пласта. Однако, построить картину деформирования пласта, используя 
полученные решения в напряжениях, достаточно сложно, поскольку построение линий 
скольжения и определение на них напряжений производится численно. В этой связи 
построение поля напряжений сведено к построению напряжений только вдоль кровли 
пласта и вдоль его оси. Как уже отмечено выше, эпюры напряжений вдоль этих 
направлений аппроксимированы полиномами различных степеней, а, отличие в 
результатах расчётов главных нормальных напряжений вдоль этих направлений 
незначительно. В этой связи в данной статье также представлены результаты расчёта 
деформированного состояния только в направлении оси пласта. При этом полагается, что 
деформации вдоль оси пласта и вдоль его кровли близки друг к другу, поскольку эпюры 
главных напряжений вдоль этих направлений практически совпадают. 
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результатах расчётов главных нормальных напряжений вдоль этих направлений 
незначительно. В этой связи в данной статье также представлены результаты расчёта 
деформированного состояния только в направлении оси пласта. При этом полагается, что 
деформации вдоль оси пласта и вдоль его кровли близки друг к другу, поскольку эпюры 
главных напряжений вдоль этих направлений практически совпадают. 
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Если перейти от дифференциальных соотношений к их конечным соотношениям, 

разбив предельно напряжённую зону (зону пластичности) на конечное число равных 
участков N, то соотношение (10) для промежуточной точки i принимает следующий вид: 
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а выражения (11) представляются следующим образом: 

 

 ( ).
1. . 1. .

0

3 εε σ σ
2σ

u i
p i i cp iΛ

∆
∆ = − , 3. . 1. .ε β εp i p iΛ Λ∆ = − ∆ . (16) 

 
Очевидно, что для определения деформаций в произвольной точке n, 
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Соотношения (15) – (17) полностью определяют поле деформаций в предельно 

напряжённой зоне пласта. Однако, построить картину деформирования пласта, используя 
полученные решения в напряжениях, достаточно сложно, поскольку построение линий 
скольжения и определение на них напряжений производится численно. В этой связи 
построение поля напряжений сведено к построению напряжений только вдоль кровли 
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результатах расчётов главных нормальных напряжений вдоль этих направлений 
незначительно. В этой связи в данной статье также представлены результаты расчёта 
деформированного состояния только в направлении оси пласта. При этом полагается, что 
деформации вдоль оси пласта и вдоль его кровли близки друг к другу, поскольку эпюры 
главных напряжений вдоль этих направлений практически совпадают. 
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Соотношения (15) – (17) полностью опре-
деляют поле деформаций в предельно на-
пряжённой зоне пласта. Однако, построить 
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картину деформирования пласта, используя 
полученные решения в напряжениях, доста-
точно сложно, поскольку построение линий 
скольжения и определение на них напряжений 
производится численно. В этой связи постро-
ение поля напряжений сведено к построению 
напряжений только вдоль кровли пласта и 
вдоль его оси. Как уже отмечено выше, эпюры 
напряжений вдоль этих направлений аппрок-
симированы полиномами различных степе-
ней, а, отличие в результатах расчётов главных 
нормальных напряжений вдоль этих направ-
лений незначительно. В этой связи в данной 
статье также представлены результаты рас-
чёта деформированного состояния только в 
направлении оси пласта. При этом полагается, 
что деформации вдоль оси пласта и вдоль его 
кровли близки друг к другу, поскольку эпюры 
главных напряжений вдоль этих направлений 
практически совпадают.

Для построения поля перемещений нуж-
но воспользоваться дифференциальными со-
отношениями Коши:

   Геомеханика и геотехнология 
 

 
www.nc–vostnii.ru•4-2022•Вестник ВостНИИ• | 48 
 

Для построения поля перемещений нужно воспользоваться дифференциальными 
соотношениями Коши: 

 

 ε y
v
y
∂

=
∂

,    ε z
w
z

∂
=
∂

, (17) 

 
где v — перемещение точки деформируемого тела вдоль оси y, w — перемещение точки 
вдоль оси z. 

В конечной разностной форме выражения представляются в следующей форме: 
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где ∆y, ∆z — шаги приращения координат, принятые в задаче постоянными. 

Из выражений (18) получаются рекуррентные соотношения для вычисления 
перемещения текущих точек по их значениям в предыдущих точках и ранее вычисленным 
деформациям: 

 
 1 .εi i y iv v y−= + ∆ ,   1 .εi i z iw w z−= + ∆ . (19) 
 
Следует отметить, что деформация точки, лежащей на границе упругой и 

пластической областей, считается упругой. Кроме этого, поскольку деформация εz 
изменяется только вдоль оси y, то перемещение w точек пласта следует искать 
относительно точек пласта, не перемещающихся вертикально. Эти точки в силу 
симметрии пласта относительно оси y находятся на ней.  

В этой связи можно ограничиться определением перемещений точек кровли пласта 
относительно его оси. Тогда выражение для wi из (19) принимает следующий вид: 

 
 1 .ε / 2i i z iw w h−= + . (20) 
 
Таким образом, зависимости (19), (20) позволяют построить перемещения точек 

кровли (почвы) пласта. 
 
Результаты решения задачи и их анализ 
В рамках изложенной модели проведён вычислительный эксперимент, за исходные 

данные в котором приняты следующие параметры массива, выработки и пласта: 
H = 600 м, γ = 25 кН/м3, E = 2⋅103 МПа, σ0 = 10 МПа, ρ = 20°, ρs = 20°, ρ′ = 10°, K′ = 0, 
ρ′ = 10°, b = 25 м, h = 3 м,  

На рис. 1 показаны эпюры нормальных σz (кривые 1, 2) и касательных τyz 
(кривые 3, 4) напряжений, построенные вдоль кровли пласта. Эпюры 1, 3 построены в 
предельно напряжённой зоне, а кривые 2, 4 — в упругой области. Параметры опорного 
давления (максимальные нормальные напряжения σz.max, ширина предельно напряжённой 
зоны L) принимают следующие значения: σz.max = 3,024 γH (45,36 МПа), L = 7 м. 

На рис. 2 представлены эпюры нормального напряжения σz (кривые 1, 2) и 
нормального напряжения σy (кривые 3, 4) напряжений, построенные вдоль оси пласта. 
Эпюры 1, 3 построены в предельно напряжённой зоне, а эпюры 2, 4 — в упругой области. 
Максимальное нормальное напряжение σz.max = 3,102 γH (46,53 МПа). Максимальное 
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где v  — перемещение точки деформируемо-
го тела вдоль оси y, w — перемещение точки 
вдоль оси z.

В конечной разностной форме выраже-
ния представляются в следующей форме:
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кровли (почвы) пласта. 
 
Результаты решения задачи и их анализ 
В рамках изложенной модели проведён вычислительный эксперимент, за исходные 

данные в котором приняты следующие параметры массива, выработки и пласта: 
H = 600 м, γ = 25 кН/м3, E = 2⋅103 МПа, σ0 = 10 МПа, ρ = 20°, ρs = 20°, ρ′ = 10°, K′ = 0, 
ρ′ = 10°, b = 25 м, h = 3 м,  

На рис. 1 показаны эпюры нормальных σz (кривые 1, 2) и касательных τyz 
(кривые 3, 4) напряжений, построенные вдоль кровли пласта. Эпюры 1, 3 построены в 
предельно напряжённой зоне, а кривые 2, 4 — в упругой области. Параметры опорного 
давления (максимальные нормальные напряжения σz.max, ширина предельно напряжённой 
зоны L) принимают следующие значения: σz.max = 3,024 γH (45,36 МПа), L = 7 м. 

На рис. 2 представлены эпюры нормального напряжения σz (кривые 1, 2) и 
нормального напряжения σy (кривые 3, 4) напряжений, построенные вдоль оси пласта. 
Эпюры 1, 3 построены в предельно напряжённой зоне, а эпюры 2, 4 — в упругой области. 
Максимальное нормальное напряжение σz.max = 3,102 γH (46,53 МПа). Максимальное 

 (18)

где ∆y, ∆z  — шаги приращения координат, 
принятые в задаче постоянными.

Из выражений  (18) получаются рекур-
рентные соотношения для вычисления пере-
мещения текущих точек по их значениям в 
предыдущих точках и ранее вычисленным де-
формациям:
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Следует отметить, что деформация точки, 
лежащей на границе упругой и пластической 
областей, считается упругой. Кроме этого, 
поскольку деформация  εz изменяется толь-
ко вдоль оси y, то перемещение w точек пла-
ста следует искать относительно точек пласта, 
не перемещающихся вертикально. Эти точки 
в силу симметрии пласта относительно оси y 
находятся на ней. 

В этой связи можно ограничиться опреде-
лением перемещений точек кровли пласта от-
носительно его оси. Тогда выражение для wi 
из (19) принимает следующий вид:
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Для построения поля перемещений нужно воспользоваться дифференциальными 
соотношениями Коши: 

 

 ε y
v
y
∂

=
∂

,    ε z
w
z

∂
=
∂

, (17) 

 
где v — перемещение точки деформируемого тела вдоль оси y, w — перемещение точки 
вдоль оси z. 

В конечной разностной форме выражения представляются в следующей форме: 
 

 1
.ε i i

y i
v v

y
−−

=
∆

, 1
.ε i i

z i
w w

z
−−

=
∆

, (18) 

 
где ∆y, ∆z — шаги приращения координат, принятые в задаче постоянными. 

Из выражений (18) получаются рекуррентные соотношения для вычисления 
перемещения текущих точек по их значениям в предыдущих точках и ранее вычисленным 
деформациям: 

 
 1 .εi i y iv v y−= + ∆ ,   1 .εi i z iw w z−= + ∆ . (19) 
 
Следует отметить, что деформация точки, лежащей на границе упругой и 

пластической областей, считается упругой. Кроме этого, поскольку деформация εz 
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симметрии пласта относительно оси y находятся на ней.  
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 1 .ε / 2i i z iw w h−= + . (20) 
 
Таким образом, зависимости (19), (20) позволяют построить перемещения точек 

кровли (почвы) пласта. 
 
Результаты решения задачи и их анализ 
В рамках изложенной модели проведён вычислительный эксперимент, за исходные 

данные в котором приняты следующие параметры массива, выработки и пласта: 
H = 600 м, γ = 25 кН/м3, E = 2⋅103 МПа, σ0 = 10 МПа, ρ = 20°, ρs = 20°, ρ′ = 10°, K′ = 0, 
ρ′ = 10°, b = 25 м, h = 3 м,  

На рис. 1 показаны эпюры нормальных σz (кривые 1, 2) и касательных τyz 
(кривые 3, 4) напряжений, построенные вдоль кровли пласта. Эпюры 1, 3 построены в 
предельно напряжённой зоне, а кривые 2, 4 — в упругой области. Параметры опорного 
давления (максимальные нормальные напряжения σz.max, ширина предельно напряжённой 
зоны L) принимают следующие значения: σz.max = 3,024 γH (45,36 МПа), L = 7 м. 

На рис. 2 представлены эпюры нормального напряжения σz (кривые 1, 2) и 
нормального напряжения σy (кривые 3, 4) напряжений, построенные вдоль оси пласта. 
Эпюры 1, 3 построены в предельно напряжённой зоне, а эпюры 2, 4 — в упругой области. 
Максимальное нормальное напряжение σz.max = 3,102 γH (46,53 МПа). Максимальное 

. (20)

Таким образом, зависимости (19), (20) по-
зволяют построить перемещения точек кров-
ли (почвы) пласта.

РЕЗУЛЬТАТЫ РЕШЕНИЯ ЗАДАЧИ
И ИХ АНАЛИЗ

В рамках изложенной модели про-
ведён вычислительный эксперимент, за ис-
ходные данные в котором приняты сле-
дующие параметры массива, выработки и 
пласта: H = 600 м, γ = 25 кН/м3, E = 2⋅103 МПа, 
σ0 = 10 МПа, ρ = 20°, ρs = 20°, ρ′ = 10°, K′ = 0, 
ρ′ = 10°, b = 25 м, h = 3 м, 

На рис. 1 показаны эпюры нормальных σz 
(кривые 1, 2) и касательных τyz (кривые 3, 4) 
напряжений, построенные вдоль кровли пла-
ста. Эпюры  1,  3 построены в предельно на-
пряжённой зоне, а кривые  2,  4  — в упругой 
области. Параметры опорного давления (мак-
симальные нормальные напряжения  σz.max, 
ширина предельно напряжённой зоны L) при-
нимают следующие значения: σz.max = 3,024 γH 
(45,36 МПа), L = 7 м.

На рис.  2 представлены эпюры нормаль-
ного напряжения σz (кривые 1, 2) и нормаль-
ного напряжения σy (кривые 3, 4) напряжений, 
построенные вдоль оси пласта. Эпюры  1,  3 
построены в предельно напряжённой зоне, а 
эпюры 2, 4 — в упругой области. Максималь-
ное нормальное напряжение σz.max = 3,102 γH 
(46,53  МПа). Максимальное значение  σy.max 
равно 1,628 γH (24,435 МПа), и оно находится 
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в упругой области пласта. На границе упругой 
области и предельно напряжённой зоны σy со-
ставляет 1,188 γH (17,814 МПа).

Из сравнения максимальных значений σz 
в кровле пласта и на его оси следует, что они 
незначительно отличаются друг от друга.

Как уже было отмечено ранее, в силу сим-

метрии пласта относительно его оси (оси  y) 
касательные напряжения отсутствуют, а нор-
мальные напряжения σy, σz являются главны-
ми напряжениями, причём σ1 = σz, а σ3 = σy. Де-
формации на оси x также являются главными: 
ε1 = εz, ε3 = εy.

Рис. 1. Эпюры нормальных σz (кривые 1, 2) и касательных τyz напряжений (кривые 3, 4),
построенные вдоль кровли пласта
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На рис. 3 по приведённым выше зависи-
мостям построены графики зависимости де-
формаций пласта в предельно напряжённой 
зоне в зависимости от координаты y. При рас-
чётах предельно напряжённая зона была раз-
делена на тысячу равных интервалов.

На рис. 3а построен график интенсивно-
сти деформаций  εu, и его максимальное зна-
чение, равное  0,021, приходится на кромку 
пласта. Значение интенсивности деформа-
ций является одним из показателей прочно-
сти угольного пласта, поскольку использо-
вание критерия Кулона – Мора при переходе 
его в предельное состояние предполагает, что 
он может деформироваться неограниченно, 

следуя диаграмме Прандтля. Однако, реаль-
ный пласт имеет на ней ограниченный уча-
сток пластичности. Достигнув предельного 
значения εu, он может внезапно разрушить-
ся. В этой связи для оценки прочности пла-
ста необходимо иметь диаграмму условных 
напряжений, построенную в ходе испытания 
образцов. 

На рис.  3б показаны графики деформа-
ций εy (кривая 1) и деформаций εz (кривая 2). 
Из рисунка следует, что горизонтальная де-
формация  εy значительно превышает верти-
кальную деформацию  εz. Их максимальные 
значения достигаются на кромке пласта, при-
чём, εy.max = 0,06, а εz.max = 0,028.

Рис. 3. Эпюры интенсивности деформаций εu (а) и деформаций εy, εz (б) в предельно напряжённой зоне
на оси пласта
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Перемещения точек оси (кровли) пласта вычислены по формулам (19), (20). 
Результаты представлены на рис. 4. Для удобства значения перемещений взяты по 
модулю, поскольку на самом деле направления перемещения точек не совпадают с 
положительными направлениями осей y, z. Максимальное горизонтальное перемещение 
(отжим пласта) происходит на кромке пласта, при этом она смещается внутрь выработки 
на 0,315 м, а кровля пласта на кромке смещается вниз на 0,042 м. 

Следует отметить, что почва пласта, наоборот перемещается на такую же величину 
вверх. В этой связи, мощность пласта на кромке уменьшается на 0,084 м. 

 
 
 
 
 
 
 

кривая 1 – εy, кривая 2 – εz

Перемещения точек оси (кровли) пла-
ста вычислены по формулам  (19),  (20). Ре-
зультаты представлены на рис. 4. Для удобст-
ва значения перемещений взяты по модулю, 
поскольку на самом деле направления переме-
щения точек не совпадают с положительными 
направлениями осей y, z. Максимальное гори-
зонтальное перемещение (отжим пласта) про-

исходит на кромке пласта, при этом она сме-
щается внутрь выработки на 0,315 м, а кровля 
пласта на кромке смещается вниз на 0,042 м.

Следует отметить, что почва пласта, на-
оборот перемещается на такую же величи-
ну вверх. В этой связи, мощность пласта на 
кромке уменьшается на 0,084 м.
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На рис. 5 показана схема перемещения то-
чек кровли пласта в предельно напряжённой 
зоне в результате его деформирования. Из ри-
сунка видно, что в процессе деформирования 

Рис. 4. Эпюры перемещений точек в предельно напряжённой зоне кровли пласта: вдоль оси y – v (а),
вдоль ост z – w (б) на оси пласта 
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элементов в ходе решения задачи теории упругости. Построение же поля деформаций и 
перемещений осуществляется методами теории пластического течения на основе 
найденного поля напряжений.  

2. Применение ассоциированного закона пластического течения, в котором 
функция пластичности представлена критерием прочности Кулона – Мора, к оценке 
деформированного состояния пласта показывает, что угольный пласт в его предельно 
напряжённой зоне не является несжимаемым, а горизонтальная деформация значительно 
превышает вертикальную деформацию. В этой связи выпирание пласта внутрь выработки 
в несколько раз превосходит абсолютную деформацию его мощности. 

ВЫВОДЫ
1. Задача о напряжённо-деформирован-

ном состоянии краевой области пласта при 
отработке очистной выработкой относится 
к классу упругопластических задач и реша-
ется методами различных разделов механики 
деформируемого твёрдого тела. Так, напри-
мер, распределение напряжений в предельно 
напряжённой зоне находится методами ме-
ханики сыпучей среды, а параметры опор-
ного давления определяются методом гранич-
ных элементов в ходе решения задачи теории 
упругости. Построение же поля деформаций 

и перемещений осуществляется методами те-
ории пластического течения на основе най-
денного поля напряжений. 

2. Применение ассоциированного зако-
на пластического течения, в котором функ-
ция пластичности представлена критерием 
прочности Кулона  –  Мора, к оценке дефор-
мированного состояния пласта показыва-
ет, что угольный пласт в его предельно на-
пряжённой зоне не является несжимаемым, 
а горизонтальная деформация значитель-
но превышает вертикальную деформацию. В 
этой связи выпирание пласта внутрь выра-
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ботки в несколько раз превосходит абсолют-
ную деформацию его мощности.

3. Для оценки прочности угольного пла-
ста, который деформируется как пластич-
ное тело, следуя диаграмме деформирования 
Прандтля, кроме построения поля напряже-

ний в пласте необходимо определять и поле 
деформаций, поскольку реальный пласт 
имеет ограниченный участок текучести на 
диаграмме Прандтля, при достижении кото-
рого может произойти внезапное его разру-
шение.
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DETERMINATION OF DEFORMATIONS OF COAL SEAM EDGE ZONE DURING ITS 
MINING BY MINING

Deformations of the coal seam (reduction in thickness and squeezing) are within the framework 
of a model based on the model of the geomechanical state of the rock mass containing formation 
workings, and the basic equations of the classical theory of plastic flow of material. 

In the model, the condition for the occurrence of inelastic deformations in the marginal zone of 
the formation is the Coulomb – Mora criteria. It is believed that the coal seam, after transition to 
an inelastic (extremely stressed) state, deforms without strengthening at a constant level of stress, 
following the Prandtl diagram. In this regard, the stress field is constructed separately from the 
fields of deformations and displacements. Stresses in the limit zone are determined by the method of 
characteristics, and in the elastic region by the method of boundary elements. The length of the zone 
and the maximum stresses at the junction with the elastic region are found by the method of successive 
approximations.

The resulting stress field is used in the equations of the theory of flow in the construction of fields 
of deformation and movement of the formation. In this case, to determine the increments of inelastic 
deformations, it is assumed that they are determined through the components of the found stress field 
according to Hooke’s law, in which the Poisson coefficient corresponds to a purely plastic material.

Keywords: ROCK MASS, COAL SEAM, TREATMENT WORK, EXTREMELY STRESSED 
ZONES, STRENGTH CHARACTERISTICS, SLIDING LINES, COULOMB – MOHR STRENGTH 
CRITERION.
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