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ОЦЕНКА РАЗМЕРОВ ОБЛАСТИ И
ВЕЛИЧИНЫ ПЕРЕПАДА ДАВЛЕНИЯ

В МАССИВЕ ГОРНЫХ ПОРОД НА ОСНОВЕ АНАЛИЗА
ПОТЕНЦИАЛА ЕЭП НА ЗЕМНОЙ ПОВЕРХНОСТИ 

В представленной работе рассматривается практическое применение диффузионного 
механизма появления естественного электрического поля (далее ЕЭП)  — экспериментально 
установленной и теоретически обоснованной линейной взаимосвязи между перепадами сред-
него локального давления в массиве горных пород и потенциалом электрического поля. Проис-
хождение внутреннего давления может быть как техногенного характера (ведение подземных 
горных работ или формирование очага горно-тектонического удара), так и естественного 
(подвижки тектонических плит и формирование очага землетрясения). Предполагается, что 
перепады величины давления происходят в некоторой трёхмерной области массива горных по-
род, над которой на земной поверхности производятся измерения потенциала ЕЭП. Предла-
гаемый метод позволяет произвести оценку размеров предполагаемой области перепадов дав-
ления в классе элементарных областей, а также получить саму величину перепада давления в 
полученной области. Рассматриваемая задача является диагностической, относится к классу 
обратных задач геофизики и решается методом регуляризации А.Н. Тихонова. 
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Введение. Известно, что существует доста-
точно широкий круг прикладных задач геофи-
зики, связанных с определением геометриче-
ских и геофизических параметров источника 
потенциального поля. Сюда можно отнести 
электрометрические задачи определения гео-
метрии рудных тел, гравиметрические спосо-
бы разведки залежей нефти и газа, магнито-
метрические методы диагностики магнитных 
руд, поиски нефтяных и газовых месторожде-
ний, диагностику геометрических параметров 
очагов самонагревания угля и областей пере-
пада давления  [1]. Качественная, а главное, 
количественная интерпретация результатов 
измерений во всех вышеуказанных геофизи-
ческих методах связана с решением обратных 
и некорректных задач математической физи-
ки, которые продолжают находить отражение 
в большом количестве современных публика-
ций, например, [2–5] и далее по списку. Одним 
из универсальных методов решения обратных 
задач является метод регуляризации А.Н. Ти-
хонова  [6, 7], который получил широкое рас-
пространение и является актуальным до сих 
пор [8–10].

Из приведённого перечня задач и проблем 
в представленной статье авторы решают две 
взаимосвязанные задачи, которые появляются 
при попытке геофизической диагностики гор-
но-тектонических ударов и техногенных зем-
летрясений: оценить размеры области и оце-
нить величину перепадов давления в ней. Это 
позволяет спрогнозировать размеры области 
возможных разрушений и рассчитать энер-
гию будущего сейсмического события. В ка-
честве исходной информации используются 
измеренные на некоторой площадке земной 
поверхности значения потенциала естествен-
ного электрического поля (ЕЭП), индуциро-
ванного перепадами давления. 

Приведём общую схему исследований и 
структуры статьи. В первом разделе формули-

руется физико-математическая модель, в рам-
ках которой затем решается прямая задача по 
определению величины напряжённости ЕЭП 
на земной поверхности; также формулирует-
ся схема решения обратной задачи. Во втором 
разделе рассматриваются аспекты численной 
реализации предложенного решения; приво-
дится схема численного алгоритма и тестовые 
примеры с его реализацией. 

В плане постановки задачи, а также в пла-
не методики её решения, статья является раз-
витием и модернизацией работ авторов [11, 
12].

 
ПОСТАНОВКА ПРЯМОЙ И

ОБРАТНОЙ ЗАДАЧИ
Сформулируем физико-математическую 

модель, в рамках которой решается прямая 
задача по определению потенциала ЕЭП на 
земной поверхности.

1). Вмещающее пространство  — трёх-
слойное, однородное, изотропное в преде-
лах каждого горизонтального слоя; удельные 
электросопротивления слоёв равны  1ρ , 2ρ , а 

∞→ρ3  (Ом·м); мощности нижнего и верхне-
го слоёв бесконечны, мощность промежуточ-
ного слоя равна h (м) (рис. 1). Верхний слой 
является моделью атмосферы, промежуточ-
ный слой моделирует наносы, нижний слой 
является моделью массива горных пород. 

2). Источник потенциального поля  — 
трёхмерное тело  PV , которое располагает-
ся в нижнем слое на глубине  H h+ , где H — 
известное расстояние от нижней границы 
второго слоя до центра источника поля  (м) 
(рис. 1). Система координат Oxyz связана с на-
чалом координат в центре источника поля; 
ось Oz направим вертикально вверх.

3). Измерения потенциала  U (В) произ-
водятся на земной поверхности способом по-
тенциала, как это описано в работе [13]. 
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В рамках представленной статьи мы не 
обсуждаем обоснованность и правомер-
ность существования диффузионного меха-
низма появления квазистационарного элек-
трического поля, обусловленного перепадами 
давления, отсылая читателя к монографии 
Б.Г.  Тарасова  [1] и предшествующих ей пу-
бликаций. Отметим только, что обнаружение 
этого механизма получило признание в виде 
научного открытия № 58 за 1997 год с приори-
тетом от 2 июля 1974 года — в части экспери-
ментального обнаружения закономерности 
и 28  июня 1989  года  — в части теоретиче-
ского обоснования найденной закономерно-
сти  [14]. Кроме того, здесь следует отметить 
серию теоретических работ Д.В. Алексеева и 
В.В. Иванова [15, 16], в которых в более стро-
гой форме обоснована линейная взаимосвязь 
между перепадами давления в каждой точке 
области и напряжённостью индуцированного 
электрического поля (а также между потенци-
алом и давлением) следующего вида: 

PE
q

Ω∇
= ,   

q
PU Ω

= ,                     (1)

где 
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Рис. 1. Схема вмещающего пространства и вид действительного и теоретического источника поля 
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где PdV  — элементарный объём тела PV ; а функция 3u  определяется по известной 
формуле потенциала точечного источника тока  

, м3 — дилатация кристаллической 
решётки основных породообразующих мине-
ралов при возникновении катионной вакан-
сии; 191,602 10q e −= ≈ ⋅  — заряд вакансии, Кл; 
Р — локальное давление в точке исследуемой 
области, Па; P∇   — пространственные пе-

Рис. 1. Схема вмещающего пространства и вид действительного и теоретического источника поля

репады указанного давления, Па/м; Е  — на-
пряжённость электрического поля в точке 
области, В/м; U  — потенциал поля в той же 
точке, В. 

Использовать формулу  (1) напрямую 
нельзя, так как она определяет напряжён-
ность и потенциал ЕЭП внутри области пере-
падов давления. На практике же исследовате-
лю доступны искомые значения на некотором 
расстояние от исследуемой области. В рассма-
триваемом модельном случае — это потенци-
ал ЕЭП на земной поверхности  U3 в произ-
вольной точке  М, который определяется по 
общей формуле

3 3

P

P
V

U u dV= ∫ , (2)

где dVp  — элементарный объём тела  PV ; а 
функция  3u  определяется по известной фор-
муле потенциала точечного источника тока 

0
3

0

( ) exp( )
1 exp( )

J m D m zu C dm
W m h

∞ ⋅ − ⋅
=

+ − ⋅∫ , (3)

в которой 2 2( ) ( )M P M PD x x y y= − + −  — ра-

диальное расстояние от точки области интег-
рирования P до точки измерения поля M, м; 

M Pz z z= − , где Mz H h= + ; С  — коэффици-
ент, который характеризует силу электриче-
ского тока источника; 0 ( )J m D⋅   — функция 
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Бесселя 0-го порядка; 2 1

2 1

W ρ −ρ
=
ρ +ρ

 — коэффи-

циент отражения второго слоя.
Перед вычислением объёмного интегра-

ла (2) произведём некоторые преобразования 
в  (3). Во-первых, перейдём к произведению 
размерного коэффициента и безразмерно-
го интегрального выражения, сделав замену 
переменных 1w h w−⋅ = , где под  w подразу-
меваются все параметры с размерностью [м]. 
Ниже, для простоты записи, мы не будем ис-
пользовать черту над безразмерными пере-
менными. Во-вторых, аппроксимируем ме-
тодом наименьших квадратов дробь в  (3) 

выражением
 ∑

=

−−
− ×=

×+

11

1

)1()(
1

1
k

km
m ekq

eW
, что

 

позволит воспользоваться формулой Вебера-
Липшица при вычислении интеграла  (3). В 
результате этих двух действий выражение (3) 
примет вид

11

3 2 2
1

( )
( 1)k

C q ku
h D z k=

=
+ + −

∑ . (4)

Тогда объёмный интеграл (2) с учётом пе-
рехода к безразмерным величинам примет 
вид

11
2

3 2 2
1

( )
( 1)P

P

k V

q k dVU C h
D z k=

= ⋅
+ + −

∑ ∫ . (5)

Для практического использования фор-
мулы  (5) необходимо определить и вычи-
слить значение размерного коэффициен-
та 2

3 hCd ⋅= . Математическое выражение 
сомножителя  «С» определяется содержани-
ем физической задачи, для которой строится 
математическая модель. В рамках данной ста-
тьи — это процесс появления ЕЭП в резуль-
тате перепада давления в массиве горных по-
род. Следуя В.В.  Иванову  [1], запишем, что 

( )
π

ρ
=

2
2 jdivC .

 
Установим взаимосвязь между величи-

ной  ( )jdiv  и перепадом давления  P∇ , приме-

нив формулу Гаусса-Остроградского, соглас-
но которой 
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где TS  — площадь поверхности тела, м2, а на-
пряжённость  Е электрического поля соглас-
но механизму диффузии точечных дефектов 
определяется из соотношения (1); 1ρ  — УЭС 
1-го слоя модели вмещающей среды, Ом·м. 
Решая полученное уравнение, получим выра-
жение для  ( )jdiv  и, как следствие, размерный 
коэффициент

2
2

3
12

h S Sd P k P
q V V

Τ Τ

Τ Τ

ρ Ω
= ∇ = ∇

π ρ
, (6)

где 
2 2 11(1 ) (1 ) 10

2 (1 ) (1 )
W h W hk

W q W

−+ Ω + ⋅
= ≈

π − −
  — ко-

эффициент, значение которого зависит толь-
ко от вмещающего пространства.

Произведём числовые оценки получен-
ных коэффициентов в случае предельных зна-
чений остальных параметров. Если 25h =  м, 

0,85W = − , то 105,0345 10k −≈ ⋅ . Если теперь 
дополнительно предположить [1], что пере-
пад давления принимает предельное для гор-
ного удара значение 10P∇ =  МПа/м, то для 
шарообразного источника поля при 50R =  м 
размерный коэффициент 3 0,302d ≈  мВ, а для 
эллипсоидального источника с полуосями 

50A =  м, 25B =  м, 25C =  м размерный ко-
эффициент 3 0,516d ≈  мВ.

В качестве тестового источника поля 
(рис. 1), который моделирует истинный очаг 
перепадов давления, будем использовать на-
клонённый под углом  γ к оси  Ох цилиндр 
длинной  2L  с эллипсоидальным сечением с 
полуосями A B> . Потенциал цилиндра вы-
числим по формуле (5), где произведём пере-
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ход от тройного интеграла к двойному по се-
чению цилиндра:

2

22 2

( )ln
( )( 1 )P P

P M
P

MV SM P

dV Q L x dS
Q L xD z k z

 + −
=  − ++ + − −  

∫ ∫
2

22 2

( )ln
( )( 1 )P P

P M
P

MV SM P

dV Q L x dS
Q L xD z k z

 + −
=  − ++ + − −  

∫ ∫ , (7)

где 2 2( ) ( )M P M PQ Y y Z z= − + −   — радиальное 
расстояние от точки измерения до точек се-
чения цилиндра в плоскости  Oyz, при этом 
координаты cos ( 1)sinM M MY y z k= γ + + − γ , 

sin ( 1)cosM M MZ y z k= − γ + + − γ .
Указанный двойной интеграл по сечению 

вычислим, перейдя к полярной системе коор-

динат: cosPy r= ϕ , sinPz r= ϕ , PdS rdrd= ϕ , 
0 2≤ ϕ ≤ π , 0 ( )r≤ ≤ ρ ϕ , где в случае эллипти-

ческого сечения
 

2 2 2 2
( )

cos sin
ab

b a
ρ ϕ =

ϕ+ ϕ
.
 

Непосредственное вычисление интеграла бу-
дет осуществляться с помощью 6-ти точечной 
формулы Гаусса.

Таким образом, постановку и решение 
прямой задачи по определению потенциала 
поля на земной поверхности, индуцирован-
ного объёмным источником перепада давле-
ния можно считать завершённой: по форму-
ле  (7) потенциал можно вычислить в любой 
точке дневной поверхности.

Перейдём к постановке обратной задачи. 
Исходным материалом для неё являются ре-
зультаты измерения на дневной поверхности 
величины потенциала естественного элек-
трического поля  — 3 3( , , )M MU U x y H= . Це-
лью решения обратной задачи является опре-
деление формы очага перепадов давления на 
заданной глубине, а также сама величина это-
го перепада. 

В общем случае задача определения фор-
мы источника заключается в поиске функции 

( , )R ϕ ψ , которая задаёт радиус-вектора то-
чек поверхности искомого источника. Зада-
ча эта формулируется в виде интегрального 
уравнения Фредгольма 1-го рода с нелиней-
ным ядром Урысона. В целом, задача считает-

ся решённой и изложена, например, в  [10] и 
более ранних работах этого автора. Решение 
основано на применении метода регуляриза-
ции А.Н.  Тихонова, принципиальная схема 
которого, как известно, заключается в поиске 
минимума функционала вида 

( ) ( ) ( )q q qΦ = µ +αΩ , (8)

где ( )qµ  — величина невязки (погрешности) 
решения прямой задачи моделирования по 
сравнению с наблюдаемыми значениями; из-
меренными значениями величины потенциа-
ла на земной поверхности; ( )qΩ  — стабилиза-
тор; α  — параметр регуляризации; q — точка 
4-мерного пространства значений искомых 
параметров.

В указанной работе развивалась теория 
и практика применения итерационных мето-
дов поиска минимума функционала (8). При-
менительно же к нашей задаче остаётся неяс-
ным, как проявят себя разработанные методы 
при поиске фактически двух различных функ-
ций: ( , )R ϕ ψ  и P∇ . 

В работах автора  [11, 12] для поиска 
функции  ( , )R ϕ ψ  была произведена по-
пытка решить интегральное уравнение 
путём непосредственного поиска миниму-
ма функционала  (8) методом сопряжённых 
градиентов. При этом непрерывная функция 

( , )R R= ϕ ψ  заменялась дискретным аналогом 
, ( , )i j i jR R= ϕ ψ , определённом на равномер-

ной сетке в интервалах 0 2≤ ϕ ≤ π, 0 ≤ ψ ≤ π  
Количество элементов в сетке определяется 
как гладкостью поверхности, так и необхо-
димостью вычисления интегралов и произ-
водных в  (8). Рассматривая, например, сетку 
размера 49 49× , получим 2401 переменную 
дискретного аналога функции  ( , )R ϕ ψ . Пред-
варительные численные эксперименты на 
компьютере с процессором AMD A4-5300 
APU 3,40 GHz, оперативной памятью 4  ГБ и 
операционной системой Windows 7 SP1 по-
казали, что расчёты по определению мини-
мального значения функции  (8) занимают 
примерно 24  часа непрерывного счёта. Та-
кие временные затраты являются, конечно, 
неприемлемыми в случае оперативной оцен-
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ки появления удароопасности при ведении 
горных работ или краткосрочных прогнозов 
землетрясений. Также было установлено, что 
даже такие временные затраты не позволяют 
точно восстановить форму области перепада 
давления, а лишь получить некоторую про-
странственную оценку этой области. 

Учитывая это, в предложенной статье не 
будем пытаться точно восстанавливать фор-
му источника поля, а будем искать геометри-
ческие эквиваленты этой области в классах 
элементарных поверхностей, которые допу-
скают быстрое аналитическое вычисление 
интегралов в  (5): шаров и эллипсоидов вра-
щения. Такой подход позволяет снизить коли-
чество неизвестных геометрических перемен-
ных с 2401-й до 4-х в случае эллипсоида (две 
длины полуосей, угол и перепад давления) и 
2-х в случае шара (величина радиуса и пере-
пад давления). 

Приведём расчётные формулы для теоре-
тически подбираемого потенциала указанных 
типов тел, вычислив соответствующие объ-
ёмные интегралы:

для эллипсоида вращения с полуося-
ми A B C> =  и углом наклона  γ , потенциал 
определяется по формуле 

11
2 2 2

3 3 0 1 2 3
1

2 ( ) M M M
k

U d q k M X M y M Z MΤ

=

 = π − − − ∑
11

2 2 2
3 3 0 1 2 3

1
2 ( ) M M M

k
U d q k M X M y M Z MΤ

=

 = π − − − ∑ , (10)

где cos ( 1)sinM M MX x z k= γ + + − γ , 

sin ( 1)cosM M MZ x z k= − γ + + − γ ,
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ξ  — наибольший положительный корень уравнения 
2 2 2

2 2 1M M MX y Z
A B

+
+ =

+ ξ + ξ
; для шара 

радиуса R с учётом, что его объём 
34

3
RVΤ

π
=  и площадь поверхности 24S RΤ = π , 

потенциал определяется по формуле: 
 

11

3 1/22 2 21

( )6
( 1)k M M M

q kU k P
x y z k

Τ

=

= π ∇
 + + + − 

∑ ,                                  (11) 

 
что подтверждает известный факт: внешний потенциал заряженного шара совпадает с 
потенциалом его центральной точки с тем же самым зарядом. Структура формулы (11) 
приводит к тому, что шарообразный источник поля не пригоден не только для оценки 
размеров реального источника поля, но и для оценки перепадов давления в нём.  

В самом деле, рассмотрим в качестве функционала невязки квадрат абсолютной 
погрешности наблюдаемых и теоретических значений потенциала: 
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где i jU  — наблюдаемые значения потенциала на земной поверхности в узловых точках 
измерительной сети (или вычисленные по формуле (7) для тестового источника поля); 

i jU Τ  — теоретически подбираемые значения потенциала для различных классов 
поверхностей источников поля. Тогда величина теоретического подбираемого перепада 
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реального перепада давления в качестве сомножителя числителя. Таким образом, 
получаем, что для совпадения теоретического и реального перепада давления необходимо, 
чтобы потенциал источника без учёта сомножителя в точности совпал с потенциалом 
точечного источника, а это, естественно, невозможно. Таким образом, шарообразные 
источники поля приходится исключить из перечня подбираемых геометрических фигур.  

В качестве стабилизатора будем использовать длину радиус-вектора в 4-мерном 
евклидовом пространстве: 

1/22 2 2 2( )q A B P Ω = + + γ +∇  . 
 

Разработка и реализация численного алгоритма 
В отсутствии реальных экспериментальных данных, при тестировании 

разработанного алгоритма будем придерживаться традиционной схемы квазиреального 
эксперимента, изложенной в [6, 7]. По формуле (7) получим решение прямой задачи — 
набор «измеренных» значений 3 ( ; , )U U M R P= ∇  на земной поверхности в узлах сетки. 
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что подтверждает известный факт: внешний 
потенциал заряженного шара совпадает с по-
тенциалом его центральной точки с тем же са-
мым зарядом. Структура формулы  (11) при-
водит к тому, что шарообразный источник 
поля не пригоден не только для оценки разме-
ров реального источника поля, но и для оцен-
ки перепадов давления в нём. 

В самом деле, рассмотрим в качестве 
функционала невязки квадрат абсолютной 
погрешности наблюдаемых и теоретических 
значений потенциала:
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где i jU   — наблюдаемые значения потенциа-
ла на земной поверхности в узловых точках 
измерительной сети (или вычисленные по 
формуле  (7) для тестового источника поля); 

i jU Τ   — теоретически подбираемые значения 
потенциала для различных классов поверхно-
стей источников поля. Тогда величина теоре-
тического подбираемого перепада давления 
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для которого содержит величину реального 
перепада давления в качестве сомножителя 
числителя. Таким образом, получаем, что для 
совпадения теоретического и реального пере-
пада давления необходимо, чтобы потенциал 
источника без учёта сомножителя в точности 
совпал с потенциалом точечного источника, 
а это, естественно, невозможно. Таким обра-
зом, шарообразные источники поля прихо-
дится исключить из перечня подбираемых ге-
ометрических фигур. 

В качестве стабилизатора будем исполь-
зовать длину радиус-вектора в 4-мерном евк-
лидовом пространстве: 

1/22 2 2 2( )q A B P Ω = + + γ +∇ 

 
1/22 2 2 2( )q A B P Ω = + + γ +∇  .
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РАЗРАБОТКА И РЕАЛИЗАЦИЯ
ЧИСЛЕННОГО АЛГОРИТМА

В отсутствии реальных эксперименталь-
ных данных, при тестировании разрабо-
танного алгоритма будем придерживаться 
традиционной схемы квазиреального экспе-
римента, изложенной в [6, 7]. По формуле (7) 
получим решение прямой задачи  — набор 
«измеренных» значений 3 ( ; , )U U M R P= ∇  на 
земной поверхности в узлах сетки. Исполь-
зуя эти данные, будем искать точку минимума 
функционала (8, 9) в указанных выше классах 
геометрических фигур.

Как показали исследования [17], такая 
схема чревата появлением эффекта «inverse 
crime», когда поиск решения обратной задачи 
производится в классах тех же функций и ус-
ловий, что и решении прямой задачи. В этом 
случае при реализации тестовых примеров 
достигается излишне оптимистический ре-
зультат решения обратной задачи. Для предо-
твращения появления этого эффекта в рамках 
данной задачи можно, во-первых, произвести 
некоторые искажения исходных данных, ко-
торые моделировали бы неточности натур-
ных измерений; а во-вторых, использовать 
в качестве подбираемых совершенно другие 
модели, например рассмотреть двухслойное 
пространство в качестве вмещающего и (или) 
нестандартную поверхность в качестве гра-
ницы источника поля. 

В данной статье мы будем использовать: 
1) случайные искажения решения прямой за-
дачи, как модель погрешностей измерительно-
го прибора; 2) случайные искажения коорди-
нат точек измерения, как модель неточностей, 
обусловленных методикой измерения потен-
циала на земной поверхности; 3) смену фор-
мы подбираемого источника поля: истин-
ный источник будет цилиндр, а подбираемые 
источники — шар и эллипсоид. 

Приведём значения параметров квазире-
ального эксперимента. В качестве физической 
модели массива горных пород рассмотрим 
вмещающее пространство с параметрами Н = 
=  150, h = 25 (м); источник поля в виде на-
клонённого под углом 
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Используя эти данные, будем искать точку минимума функционала (8, 9) в указанных 
выше классах геометрических фигур. 

Как показали исследования [17], такая схема чревата появлением эффекта «inverse 
crime», когда поиск решения обратной задачи производится в классах тех же функций и 
условий, что и решении прямой задачи. В этом случае при реализации тестовых примеров 
достигается излишне оптимистический результат решения обратной задачи. Для 
предотвращения появления этого эффекта в рамках данной задачи можно, во-первых, 
произвести некоторые искажения исходных данных, которые моделировали бы 
неточности натурных измерений; а во-вторых, использовать в качестве подбираемых 
совершенно другие модели, например рассмотреть двухслойное пространство в качестве 
вмещающего и (или) нестандартную поверхность в качестве границы источника поля.  

В данной статье мы будем использовать: 1) случайные искажения решения прямой 
задачи, как модель погрешностей измерительного прибора; 2) случайные искажения 
координат точек измерения, как модель неточностей, обусловленных методикой 
измерения потенциала на земной поверхности; 3) смену формы подбираемого источника 
поля: истинный источник будет цилиндр, а подбираемые источники — шар и эллипсоид.  

Приведём значения параметров квазиреального эксперимента. В качестве 
физической модели массива горных пород рассмотрим вмещающее пространство с 
параметрами 150=H , 25=h (м); источник поля в виде наклонённого под углом 45=γ  
цилиндра общей длины 2 60L =  м с эллиптическим сечением, значения длин полуосей 
которого 25A = , 15B =  м. Величина перепада давления 5P∇ = МПа/м. 

Вычисления потенциала при решении прямой задачи будем производить в 
случайных точках ( ) ( ) ( ); ; 0,5k k X Y XYx y h h rand+ ⋅ − ; величину рассчитанного приведённого 
потенциала изменим на величины [1 ( 2 1)]opt

q U UU rand⋅ + δ ⋅ ⋅ − . Здесь величины вида 
]1;0[∈rand  — случайные, равномерно распределённые числа; Uδ  — погрешность 

измерений; YX hh ,  — шаги сетки. Все эти случайные добавки будут моделировать 
несовершенство измерений потенциала ЕЭП в полевых условиях.  

Остановимся на обосновании выбора метода поиска минимума функции многих 
переменных из формулы (8). Традиционно для этих целей используется либо какой-
нибудь вариант градиентного метода [18, 19], либо один из методов прямого поиска [5].  

В работе [11], где решалась задача восстановления формы плоского источника 
потенциала по измерениям на земной поверхности, был реализован метод «сопряженных 
градиентов». Как показала вычислительная практика, эффективность этого метода в 
случае не квадратичной функции существенным образом зависит от выбора расчётной 
формулы основного параметра метода [20, 21]. В случае функции (8) с объёмным 
источником поля, подобрать эту формулу из имеющегося списка в [20, 21] и добиться 
удовлетворительной сходимости известных значений функции ( , )R ϕ ψ  и 
восстановленных не удаётся.  

Альтернативой для детерминированных градиентных и прямых методов 
минимизации функций является использование методов случайного поиска, один из 
возможных примеров реализации которого приведён в [3]. Существует достаточно много 
способов выбора случайного направления поиска минимума функции [22].  

В работе [12], где рассматривалась задача восстановления трёхмерного тела в более 
простом двухслойном вмещающем пространстве, был реализован двухшаговый поиск 
минимума: на первом шаге использовался метод «имитации отжига» [23–25], а на 
втором — один из вариантов метода «сопряжённых градиентов». Такая методика не 
является новой, и в том или ином варианте выбора методов второго этапов представлена, 
например, в работах [26, 27]. Как показали расчёты на тестовых примерах, предложенная 
комбинация позволяет за небольшое количество шагов (50 шагов «имитации отжига» и 

 цилиндра об-

щей длины 2 60L =  м с эллиптическим се-
чением, значения длин полуосей которого 
A = 25, B = 15 м. Величина перепада давления 

5P∇ = МПа/м.
Вычисления потенциала при решении пря-

мой задачи будем производить в случайных точках 
( ) ( ) ( ); ; 0,5k k X Y XYx y h h rand+ ⋅ − ; величину рас-
считанного приведённого потенциала изменим 
на величины [1 ( 2 1)]opt

q U UU rand⋅ + δ ⋅ ⋅ − . Здесь 
величины вида ]1;0[∈rand   — случайные, 
равномерно распределённые числа; Uδ  — по-
грешность измерений; YX hh ,   — шаги сетки. 
Все эти случайные добавки будут моделиро-
вать несовершенство измерений потенциала 
ЕЭП в полевых условиях. 

Остановимся на обосновании выбора ме-
тода поиска минимума функции многих пе-
ременных из формулы (8). Традиционно для 
этих целей используется либо какой-нибудь 
вариант градиентного метода [18, 19], либо 
один из методов прямого поиска [5]. 

В работе [11], где решалась задача вос-
становления формы плоского источника по-
тенциала по измерениям на земной поверх-
ности, был реализован метод «сопряженных 
градиентов». Как показала вычислительная 
практика, эффективность этого метода в слу-
чае не квадратичной функции существенным 
образом зависит от выбора расчётной фор-
мулы основного параметра метода [20, 21]. В 
случае функции (8) с объёмным источником 
поля, подобрать эту формулу из имеющегося 
списка в [20, 21] и добиться удовлетворитель-
ной сходимости известных значений функ-
ции ( , )R ϕ ψ  и восстановленных не удаётся. 

Альтернативой для детерминированных 
градиентных и прямых методов минимиза-
ции функций является использование ме-
тодов случайного поиска, один из возмож-
ных примеров реализации которого приведён 
в [3]. Существует достаточно много способов 
выбора случайного направления поиска ми-
нимума функции [22]. 

В работе [12], где рассматривалась зада-
ча восстановления трёхмерного тела в более 
простом двухслойном вмещающем простран-
стве, был реализован двухшаговый поиск 
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минимума: на первом шаге использовался 
метод «имитации отжига» [23–25], а на вто-
ром — один из вариантов метода «сопряжён-
ных градиентов». Такая методика не являет-
ся новой, и в том или ином варианте выбора 
методов второго этапов представлена, напри-
мер, в работах [26, 27]. Как показали расчёты 
на тестовых примерах, предложенная комби-
нация позволяет за небольшое количество 
шагов (50 шагов «имитации отжига» и 10 ша-
гов сопряжённых градиентов с общим двой-
ным повторением) добиться удовлетвори-
тельного соответствия значений потенциала 
известного источника поля и его восстанов-
ленного приближения. К недостаткам мето-
дики можно отнести то, что форма восстанов-
ленного источника, то есть значения функции 

( , )R ϕ ψ , весьма слабо совпадают с исходным 
оригиналом. 

В настоящей работе мы будем исполь-
зовать метод адаптивного случайного пои-
ска [28]. Выбор метода обусловлен в основном 
сложностями при вычислении производной 
Фреше от функционала  (8); кроме того, ана-
лиз сечений поверхности функционала (8) 
показывает, что она является унимодальной, 
а значит необходимости в использовании бо-
лее сложного метода «имитации отжига» нет.

Важным аспектом реализации форму-
лы  (8) является выбор способа определения 
оптимального значения параметра регуляри-
зации  α . Следуя М.С.  Жданову  [9], величи-
ну параметра  α  будем определять по закону 
убывающей геометрической прогрессии вида
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10 шагов сопряжённых градиентов с общим двойным повторением) добиться 
удовлетворительного соответствия значений потенциала известного источника поля и его 
восстановленного приближения. К недостаткам методики можно отнести то, что форма 
восстановленного источника, то есть значения функции ( , )R ϕ ψ , весьма слабо совпадают 
с исходным оригиналом.  

В настоящей работе мы будем использовать метод адаптивного случайного 
поиска [28]. Выбор метода обусловлен в основном сложностями при вычислении 
производной Фреше от функционала (8); кроме того, анализ сечений поверхности 
функционала (8) показывает, что она является унимодальной, а значит необходимости в 
использовании более сложного метода «имитации отжига» нет. 

 Важным аспектом реализации формулы (8) является выбор способа определения 
оптимального значения параметра регуляризации α . Следуя М.С. Жданову [9], величину 
параметра α  будем определять по закону убывающей геометрической прогрессии вида 

 
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝛼𝛼𝛼𝛼0 ⋅ 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘−1,  𝛼𝛼𝛼𝛼0 = 𝜇𝜇𝜇𝜇(𝑞𝑞𝑞𝑞0)

𝛺𝛺𝛺𝛺(𝑞𝑞𝑞𝑞0) , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,85,                                          (12) 
 

для каждого значения которого будем искать минимум функционала (7), найденное 
значение которого будет стартовым для следующей итерации, при этом 0M  — стартовые 
значение искомых параметров. Такие комбинации должны повторяться до тех пор, пока 
не будет достигнуто либо некоторое фиксированное количество итераций, либо оценка 
( )mqαµ = ω , где mqα  — очередное оптимальное решение при заданном значении α ; ( )ω α  — 

задаваемая точность; k — номер вызова вспомогательной функции поиска минимума 
формулы (8); m — номер итерационного шага при подборе координат точки М.  

Приведём результаты расчётов (все полученные числа округлены до целых 
значений). 

При погрешности исходных данных 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 % получим, что 79A∗ = , 77B∗ =  м, 
45∗γ =  , 4P∗∇ =  МПа/м при стартовых значениях 0 75A = , 0 25B =  м, 30∗γ =  , 0 1P∇ =  

МПа/м и 87A∗ = , 79B∗ =  м, 45∗γ =  , 4P∗∇ =  МПа/м при стартовых значениях 0 25A = , 

0 13B =  м, 0∗γ =  , 0 1P∇ =  МПа/м.  
При погрешности исходных данных 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑈𝑈𝑈𝑈 = 10 % получим, что 75A∗ = , 73B∗ =  м, 

45∗γ =  , 5P∗∇ =  МПа/м при стартовых значениях 0 75A = , 0 25B =  м, 30∗γ =  , 0 1P∇ =  
МПа/м  и  83A∗ = , 78B∗ =  м, 45∗γ =  , 4P∗∇ =  МПа/м при стартовых значениях 0 25A = , 

0 13B =  м, 0∗γ =  , 0 1P∇ =  МПа/м.  
При погрешности исходных данных 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑈𝑈𝑈𝑈 = 15 % получим, что 79A∗ = , 50B∗ =  м, 

44∗γ =  , 7P∗∇ =  МПа/м при стартовых значениях 0 75A = , 0 25B =  м, 30∗γ =  , 

0 1P∇ =  МПа/м  и  66A∗ = , 52B∗ =  м, 44∗γ =  , 8P∗∇ =  МПа/м при стартовых значениях 

0 25A = , 0 13B =  м, 0∗γ =  , 0 1P∇ =  МПа/м.  
Результаты первого и второго расчётов исходного поля цилиндра с погрешностями 

и подобранного теоретического поля эллипсоида приведены на рис. 2. 
 

, (12)

для каждого значения которого будем искать 
минимум функционала (7), найденное значе- 
ние которого будет стартовым для следующей 
итерации, при этом M0 — стартовые значение 

искомых параметров. Такие комбинации 
должны повторяться до тех пор, пока не будет 
достигнуто либо некоторое фиксированное 
количество итераций, либо оценка ( )mqαµ = ω , 
где mqα  — очередное оптимальное решение при 
заданном значе-нии α ; ( )ω α   — задаваемая 
точность; k — номер вызова вспомогательной 
функции поиска минимума формулы (8); 
m — номер итерационного шага при подборе 
координат точки М. 

Приведём результаты расчётов (все полу-
ченные числа округлены до целых значений).

При погрешности исходных данных 
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Рис. 2. Приближение к точному решению при погрешностях 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 % и 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑈𝑈𝑈𝑈 = 10 % 
 

Анализ представленных данных показывает, что максимально допустимая 
величина погрешности, при которой параметры источника уверенно восстанавливаются, 
составляет 10 %. Отметим также, что при погрешностях 5 % и 10 % форма источника поля 
имеет форму искажённого шара с практически равными полуосями. Порядок абсолютной 
погрешности теоретического распределения потенциала составляет 310− . 

 
Заключение 

Приведём примерную схему использования разработанного геофизического метода 
определения формы источника поля. На земной поверхности определяется территория над 
предполагаемым эпицентром перепада давления. Исследуемый участок размечается 
равномерной прямоугольной сеткой, в каждой точке которого измеряется потенциал 
квазистационарного поля. В разработанной авторами программе использовалась 
прямоугольная сетка, которая содержит 676 узлов с шагами 32 и 16 метров вдоль 
координатных осей. Полученные данные заносятся в компьютер вручную или 
автоматически, а затем считываются расчётной программой. На выходе программы 
указываются полуоси эллипсоида вращения, угол его наклона и предполагаемая величина 
перепада давления в ней. Программа получала вышеуказанные оптимальные значения за 
100 шагов, общее время расчёта составило порядка 15 минут в компьютерной системе 
Scilab. В целом, для более надёжного поиска подбираемых параметров, возможна 
реализации мультистарта программы с нескольких диаметрально противоположных точек 
четырёхмерного пространства с последующим осреднением полученных значений 
каждого параметра. 
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 получим, что 79A∗ = , 77B∗ =   м, 
45∗γ =  , 4P∗∇ = 4 МПа/м при стартовых зна-

чениях 0 75A = , 0 25B =  м, 30∗γ =  , 0 1P∇ =  
=  1  МПа/м и 87A∗ = , 79B∗ =  м, 45∗γ = = 45°, 

4P∗∇ =  МПа/м при стартовых значениях 
0 25A = , 0 13B =  м, 0∗γ =  , 0 1P∇ =  МПа/м. 

При погрешности исходных данных  
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Рис. 2. Приближение к точному решению при погрешностях 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 % и 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑈𝑈𝑈𝑈 = 10 % 
 

Анализ представленных данных показывает, что максимально допустимая 
величина погрешности, при которой параметры источника уверенно восстанавливаются, 
составляет 10 %. Отметим также, что при погрешностях 5 % и 10 % форма источника поля 
имеет форму искажённого шара с практически равными полуосями. Порядок абсолютной 
погрешности теоретического распределения потенциала составляет 310− . 

 
Заключение 

Приведём примерную схему использования разработанного геофизического метода 
определения формы источника поля. На земной поверхности определяется территория над 
предполагаемым эпицентром перепада давления. Исследуемый участок размечается 
равномерной прямоугольной сеткой, в каждой точке которого измеряется потенциал 
квазистационарного поля. В разработанной авторами программе использовалась 
прямоугольная сетка, которая содержит 676 узлов с шагами 32 и 16 метров вдоль 
координатных осей. Полученные данные заносятся в компьютер вручную или 
автоматически, а затем считываются расчётной программой. На выходе программы 
указываются полуоси эллипсоида вращения, угол его наклона и предполагаемая величина 
перепада давления в ней. Программа получала вышеуказанные оптимальные значения за 
100 шагов, общее время расчёта составило порядка 15 минут в компьютерной системе 
Scilab. В целом, для более надёжного поиска подбираемых параметров, возможна 
реализации мультистарта программы с нескольких диаметрально противоположных точек 
четырёхмерного пространства с последующим осреднением полученных значений 
каждого параметра. 
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получим, что 75A∗ = , 73B∗ =  м, 
45∗γ =  , 5P∗∇ =  МПа/м при стартовых зна-

чениях 0 75A = , 0 25B =  м, 30∗γ =  , 0 1P∇ =  
= 1  МПа/м и 83A∗ = , 78B∗ =  м, 45∗γ =   =  45°, 

4P∗∇ =  МПа/м при стартовых значениях 
0 25A = , 0 13B =  м, 0∗γ =  , 0 1P∇ =  МПа/м. 

При погрешности исходных данных  

   Геомеханика и геотехнология 
 

 
www.nc–vostnii.ru•2-2022•Вестник ВостНИИ• | 27 
 

10 шагов сопряжённых градиентов с общим двойным повторением) добиться 
удовлетворительного соответствия значений потенциала известного источника поля и его 
восстановленного приближения. К недостаткам методики можно отнести то, что форма 
восстановленного источника, то есть значения функции ( , )R ϕ ψ , весьма слабо совпадают 
с исходным оригиналом.  

В настоящей работе мы будем использовать метод адаптивного случайного 
поиска [28]. Выбор метода обусловлен в основном сложностями при вычислении 
производной Фреше от функционала (8); кроме того, анализ сечений поверхности 
функционала (8) показывает, что она является унимодальной, а значит необходимости в 
использовании более сложного метода «имитации отжига» нет. 

 Важным аспектом реализации формулы (8) является выбор способа определения 
оптимального значения параметра регуляризации α . Следуя М.С. Жданову [9], величину 
параметра α  будем определять по закону убывающей геометрической прогрессии вида 

 
𝛼𝛼𝛼𝛼𝑘𝑘𝑘𝑘 = 𝛼𝛼𝛼𝛼0 ⋅ 𝑖𝑖𝑖𝑖𝑘𝑘𝑘𝑘−1,  𝛼𝛼𝛼𝛼0 = 𝜇𝜇𝜇𝜇(𝑞𝑞𝑞𝑞0)

𝛺𝛺𝛺𝛺(𝑞𝑞𝑞𝑞0) , 𝑖𝑖𝑖𝑖 = 0,85,                                          (12) 
 

для каждого значения которого будем искать минимум функционала (7), найденное 
значение которого будет стартовым для следующей итерации, при этом 0M  — стартовые 
значение искомых параметров. Такие комбинации должны повторяться до тех пор, пока 
не будет достигнуто либо некоторое фиксированное количество итераций, либо оценка 
( )mqαµ = ω , где mqα  — очередное оптимальное решение при заданном значении α ; ( )ω α  — 

задаваемая точность; k — номер вызова вспомогательной функции поиска минимума 
формулы (8); m — номер итерационного шага при подборе координат точки М.  

Приведём результаты расчётов (все полученные числа округлены до целых 
значений). 

При погрешности исходных данных 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑈𝑈𝑈𝑈 = 5 % получим, что 79A∗ = , 77B∗ =  м, 
45∗γ =  , 4P∗∇ =  МПа/м при стартовых значениях 0 75A = , 0 25B =  м, 30∗γ =  , 0 1P∇ =  

МПа/м и 87A∗ = , 79B∗ =  м, 45∗γ =  , 4P∗∇ =  МПа/м при стартовых значениях 0 25A = , 

0 13B =  м, 0∗γ =  , 0 1P∇ =  МПа/м.  
При погрешности исходных данных 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑈𝑈𝑈𝑈 = 10 % получим, что 75A∗ = , 73B∗ =  м, 

45∗γ =  , 5P∗∇ =  МПа/м при стартовых значениях 0 75A = , 0 25B =  м, 30∗γ =  , 0 1P∇ =  
МПа/м  и  83A∗ = , 78B∗ =  м, 45∗γ =  , 4P∗∇ =  МПа/м при стартовых значениях 0 25A = , 

0 13B =  м, 0∗γ =  , 0 1P∇ =  МПа/м.  
При погрешности исходных данных 𝛿𝛿𝛿𝛿𝑈𝑈𝑈𝑈 = 15 % получим, что 79A∗ = , 50B∗ =  м, 

44∗γ =  , 7P∗∇ =  МПа/м при стартовых значениях 0 75A = , 0 25B =  м, 30∗γ =  , 

0 1P∇ =  МПа/м  и  66A∗ = , 52B∗ =  м, 44∗γ =  , 8P∗∇ =  МПа/м при стартовых значениях 

0 25A = , 0 13B =  м, 0∗γ =  , 0 1P∇ =  МПа/м.  
Результаты первого и второго расчётов исходного поля цилиндра с погрешностями 

и подобранного теоретического поля эллипсоида приведены на рис. 2. 
 

получим, что 79A∗ = , 50B∗ =  м, 
44∗γ =  , 7P∗∇ =  МПа/м при старто-

вых значениях 0 75A = , 0 25B =  м, 30∗γ =  , 
0 1P∇ =  МПа/м и 66A∗ = , 52B∗ =  м, 44∗γ = = 44°, 

8P∗∇ =  МПа/м при стартовых значениях 
0 25A = , 0 13B =  м, 0∗γ =  , 0 1P∇ =  МПа/м. 

Результаты первого и второго расчётов 
исходного поля цилиндра с погрешностями и 
подобранного теоретического поля эллипсо-
ида приведены на рис. 2.
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Анализ представленных данных показы-
вает, что максимально допустимая величина 
погрешности, при которой параметры источ-
ника уверенно восстанавливаются, составля-
ет  10  %. Отметим также, что при погрешно-
стях 5 % и 10 % форма источника поля имеет 
форму искажённого шара с практически рав-
ными полуосями. Порядок абсолютной по-
грешности теоретического распределения по-
тенциала составляет 10-3.

ЗАКЛЮЧЕНИЕ
Приведём примерную схему использова-

ния разработанного геофизического мето-
да определения формы источника поля. На 
земной поверхности определяется террито-
рия над предполагаемым эпицентром пере-
пада давления. Исследуемый участок разме-
чается равномерной прямоугольной сеткой, в 
каждой точке которого измеряется потенциал 

квазистационарного поля. В разработанной 
авторами программе использовалась прямо-
угольная сетка, которая содержит 676  узлов 
с шагами 32 и 16 метров вдоль координатных 
осей. Полученные данные заносятся в ком-
пьютер вручную или автоматически, а затем 
считываются расчётной программой. На вы-
ходе программы указываются полуоси эллип-
соида вращения, угол его наклона и предпо-
лагаемая величина перепада давления в ней. 
Программа получала вышеуказанные опти-
мальные значения за 100 шагов, общее время 
расчёта составило порядка 15  минут в ком-
пьютерной системе Scilab. В целом, для более 
надёжного поиска подбираемых параметров, 
возможна реализации мультистарта програм-
мы с нескольких диаметрально противопо-
ложных точек четырёхмерного пространст-
ва с последующим осреднением полученных 
значений каждого параметра.

Рис. 2. Приближение к точному решению при погрешностях 
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ASSESSMENT OF SIZE OF AREA AND VALUE OF PRESSURE DROP IN ROCK MASS 
BASED ON ANALYSIS OF EEP POTENTIAL ON EARTH SURFACE

The presented work considers the practical application of the diffusion mechanism of the appearance of 
a natural electric field (hereinafter referred to as NEF) — an experimentally established and theoretically 
justified linear relationship between the differences in average local pressure in the rock mass and the 
electric field potential. The origin of internal pressure can be both man-made (conducting underground 
mining operations or forming a focus of mountain-tectonic impact) and natural (moving tectonic plates 
and forming an earthquake focus). It is assumed that pressure drops occur in some three-dimensional 
area of the rock mass, above which the NEF potential is measured on the earth’s surface. Proposed method 
allows to estimate dimensions of assumed area of pressure drop in class of elementary areas, as well as 
to obtain the value of pressure drop in obtained area. This problem is diagnostic, belongs to the class of 
inverse problems of geophysics and is solved by the method of regularization of A.N. Tikhonov.

Keywords: DIFFUSION MECHANISM, INTERPRETATION OF GEOPHYSICAL DATA, ROCK 
BURST HAZARD, EARTHQUAKE, A.N. TIKHONOV REGULARIZATION METHOD.
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